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RESUMO: Nesse trabalho vamos tratar sobre grupos. Grupos sio estruturas algébricas que
relacionam conjuntos ndo vazios, contendo uma ou mais operacdes. Assim, apresentaremos
especificamente, o grupo Z,, munido de uma operacdo de adi¢do. Grupo este, cujos elementos
sdo classes de equivaléncia. Apresentaremos também, as propriedades da operacao aditiva de Z,,
bem como alguns resultados envolvendo esse grupo. Uma das caracteristicas interessantes desse
grupo é a possibilidade de operar os nimeros inteiros de forma diferente da usual, por meio das
classes de equivaléncia. Em particular, quando n = 2 mostraremos que, 1+ 1 =0, o que foge do
que estamos habituados e do que seria esperado em Z.
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1 Introducao

O matematico francés, Evariste Galois, no século XIX, ao estudar condi¢oes para que
um polinémio pudesse ser respondido por meio raizes, acredita-se que ele nao resolveu
somente este problema. Por meio das condi¢oes e do estudo de Grupos, ele conseguiu
desvendar a matematica abstrata utilizando também o estudo da simetria. Segundo
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Desde a educacao infantil até os anos finais, tém-se como verdade absoluta que 1+1 é
igual a 2. Através, da disciplina de Estruturas Algébricas, podemos entender que existe
ideias que desconstroi pensamentos e respostas que foram ensinadas como uma verdade
absoluta dentro da educacdao matematica. Podemos, por meio do estudo médolégico de
grupos, compreender que existem conjuntos especificos que nos levam a dismistificar a
ideia que ao longo da vida estudantil ouvimos.

Aqui, vamos apresentar algumas defini¢des importantes, como a defini¢do de classe de
equivaléncia e a definicao de grupo. Bem como, vamos definir o conjunto Z,, e a operacao
de adicao dele. Por fim, provaremos que Z,, ¢ um gupo comutativo, e que no caso especial

onde n =2, temos que 14+1 =0 em Zs.

2 Metodologia

A abordagem metodolégica deste trabalho compreende a revisao bibliografica de parte

da obra intitulada Introdugao d algébra do autor Adilson Gongalves (GONCALVES, [2015)
e das notas de aula do Professor Nataniel Dantas (DANTAS, |2009). Este estudo é fruto
das atividades desenvolvidas na turma de Estruturas Algébricas, semestre 2024.1, do curso
de Licenciatura em Matematica da Universidade Regional do Cariri, campus Barbara de

Alencar.

3 Fundamentacao tedrica

O trabalho trata de um tema cldssico em Algebra Abstrata. Para abordé-lo fazemos
uso dos conceitos basico da disciplina de Estruturas Algébricas, fundamentadas na teoria
apresentada no livro Introdugdio da algébra (GONCALVES| 2015).

4 Resultados

A seguir, apresentarmos algumas nocoes basicas sobre a relagoes de equivaléncia, a
comegar pela defini¢do. Inicialmente, consideremos um conjunto A no qual esteja definida

uma relacao ~ entre os pares de A. Escrevemos x ~ 2, se z,2’ € A estao relacionados.
Definicao 4.1. Dizemos que uma relagdo ~ como acima é uma relacdo de equivaléncia
em A se as seguintes propriedades sao verificadas para todo x,y,z € A

a) x~x;

b) Se z ~ y, entdo y ~ x;

c) Sex~yeyn~z, entdo x ~ z.



Dado n € Z, seja J o conjunto dos multiplos de n em Z, definido por
J=nZ:={nzx:xe’Z}.
Vamos definir em J a relacdo = (mod n) dada por
rv,07' € Z,x=12"(mod n) <= zv—2' € J.

Essa relacao define uma relagdo de equivaléncia em J. Com efeito, claramente temos que
x =z (mod n), pois t —x =0 € J. Além disso, se z =y (mod n), entdo = —y € J, ou seja,

xr —1y =ngq para algum g € Z. Logo,

y—x=—(r—y)=n(—q)cJ

e, portanto, y = x (mod n). Por fim, se z =y (mod n) e y = z(mod n), existem r,s € Z
tais que

T—Yy=nrey—z=ns.

Dai,
r—z=c—y+y—z=nr+ns=n(r+s)ec .

Logo, * = z(mod n). Portanto, = (mod n) define uma rela¢ao de equivaléncia em J.

Neste caso, usaremos a notacao
r=z+J={r+kn:keZ}
para descrever a classe de equivaléncia de x em relacao a = (mod n).
Definicao 4.2. Z, ¢ o conjunto contendo as n classes de equivaléncias abaixo
Z, = {0,1,..n=1}.
Observagao 4.3. Se z =y (mod n), entdo T =y em Z,.

Exemplo 4.4. Consideremos n = 6, entdo Zg ={0,1,2,3,4,5}. Vamos determinar a qual

classe pertence o 6 e 8 em Zg. Observe que

e 6=6—0=6=0(mod 6)=6¢€0

¢« 8=8—-2=6=8=2(mod 6) =8 €2
Vamos agora apresentar algumas propriedades da relagdo definida anteriormente.
Proposigao 4.5. Seja n € N. Se z =2’ (mod n) e y =y (mod n), entao

z+y=2"+y (mod n).



Demonstracao. Por hipdtese, temos que

r—2 =kney—1vy =sn.

Logo,
(z+y)— (& +y)=(z—2") +(y—1)
=kn—sn
= (k+s)n.
Portanto,

z+y=2"+y (mod n).

Proposicdo 4.6. SejaneN. Se z=a' e y=1. Entdo z+y=2a'+y .
Agora definir uma operagao aditiva no conjunto Z,,.

Definicao 4.7. Podemos definir a operacio de adi¢io em Zn dada por

+:ZyXZp—2Zy

(z,y) —»rz+y=2+y

Exemplo 4.8. Consideremos n = 4, entao Z4 = {0,1,2,3}. Vamos calcular 1+ 3 em Zy.

Pela Defici¢ao anterior, temos

1+3=1+3=4.
Como 4—0 € 4Z, temos que 4 = 0(mod 4). Assim, 4= 0. Logo,
1+3=0

em Z4.

Definigao 4.9. Dado um conjunto G nao vazio, defina uma operagao sobre os pares de G

da seguinte forma:

x:GxG =G

(a,b) — axb
Dizemos que G é um grupo se
(G1) * é associativa em G, ou seja,

ax(bxc)=(axb)xcVa,b,c€QG.



(G2) Existe e € G, elemento neutro de G, ou seja,

axe=exa=aVa €@

(G3) Todo elemento de G' admite um inverso, ou seja,

axb=bxa=eVa,beGq.

Definigao 4.10. Se (G,*) é um grupo e além disso G satisfizer a propriedade abaixo

(G4) * é comutativa, ou seja,
axb=>bxaVa,be G

dizemos que G é um grupo abeliano ou grupo comutativo.
Teorema 4.11. Z,, com a operacao de adigdo dada na Defini¢ao [£.7 é um grupo abeliano.

Demonstracao. De fato, note que dados z,y,z € Z,,, temos

(T+y)+zi=rFy+z=(v+y)+z=a+y+2)=T+yF+z=2+(y+2).

Logo, + ¢é associativa. Além disso, dado a € Z,,, segue que

a+0=a+0=a.

Ou seja, 0 é o elemento neutro. Novamente, dado a € Z,,, temos

a+(—a)=a+(—a)=0.

Portanto, (—a) é o inverso de a. Segue entao que (G,4+) é um grupo. Por fim, dados
a,b € Z, temos
a+b=a+b=b+a=b+a.

Portanto, o grupo G com esta operacao é um grupo abeliano. O

Por fim, vamos calcular 1+1 em Z,.

Exemplo 4.12. Temos que, para n =2, Zo = {0,1}. Logo,

I+1=T+1=2.
Como 2 —0 € 2Z, segue que 2= 0( mod )2, assim, 2 = 0. Portanto,

1+1=T1+1=0.



5 Consideracoes Finais

Este trabalho apresentou de forma metodologica a resolucdo de um exemplo, dentro
da algebra abstrata, por meio da definicao de grupo e da interacao de elementos que
descrevem as classes de equivaléncia. O exemplo apresentado foi especificamente o grupo
Z> que exemplifica bem o titulo desse trabalho, que nem sempre 1+ 1= 2. Nesse exemplo
particular, temos um 1 diferente, e a operacao de adi¢cdo também nao ¢ a usual, resultando

em 14+1=0.
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