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Estimativa de altura para graficos CMC no R?

Phillipe Rodrigues Gongalves' & Flavio Franca Cruz?

Resumo

Apresentamos a deducao de algumas equacoes elipticas sobre superficies de curvatura
média constante (superficies CMC) no espago euclidiano tridimensional e, aplicando o Principio
do Maximo, deduzimos propriedades geométricas destas superficies a partir da teoria de
EDPs elipticas.
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Height estimates for CMC graphics in R?

Abstract

We present the deduction of some elliptic equations on surfaces of constant mean curva-
ture (CMC surfaces) in the three-dimensional Euclidean space and, applying the Maximum
Principle, we deduce geometric properties of these surfaces from the theory of elliptic EDPs.
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1 Introducao

Nesse trabalho, apresentaremos algumas estimativas de altura para superficies que sao
graficos que tenham a curvatura média constante, e em alguns casos, podendo até mesmo
definir parte dessas superficies. Como temos que, localmente, toda superficie é um gréfico,
entao apartir do Teorema 1 a seguir, serd possivel obter alguns resultados de altura, para
qualquer vizinhanca que tormarmos em uma superficie com CMC.

2 Objetivos

Nosso principal objetivo € inicialmente apresentar a dedugao, com riqueza de detalhes,
de algumas equagoes elipticas sobre uma superficie CMC.

As equagoOes fundamentais para nosso propdsito sao dadas na seguinte:

Proposicao 1 Seja M uma superficie de curvatura média constante H. Entdo
Af, = 2Hla
Alz|* = 4+4H(N,z)
tal que fo = (x,a) e la(x) = (N(x),a), z € M.
Aplicando a mesma técnica obteremos ainda as equagoes:
Nla+ |o|*ta = 0 (2.3)
AN,z) = —2h—|ol(N,a)

onde o denota a sequnda forma fundamental de M.

Posteriormente com o auxilio do Principio do Maximo Fraco obteremo informacgoes
geométricas sobre a superficie, atravéz do teorema abaixo:

Teorema 1 Seja Q C R? wm dominio limitado e H € R. Seja M o grdfico de uma funcédo
u € C?Q)NCYQ). Seja ez = (0,0,1) e consideremos uma orientacdo em M tal que
<N, €3> > 0.

i) Se H > 0 entao

minu — — < u < maxu.
a0 H 9

Além disso, se existir um xqg € € tal que,

(20) = minu —
w(xg) = minu — —
0 9 H
. . 1
entao S € um pedaco de esfera de raio T
ii) Se H < 0 entdo
1
minu < u <maxu — —.
9 oQ H
Além disso, se existir um xg € § tal que,
(20) 1
u(xg) = maxu — —
0 aQ H

1
entdo S é um pedago de esfera de raio I
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iii) Se H =0 entao

minu < v < maxu.
o0 o0

Além disso, se existir h #0 e u =0 no 95, entdo

1
] < —
]

e a igualdade ocorre se, e somente se, 2 é um disco e S € um hemisfério.

3 Preliminares

Para a deducao e demonstracao das equagoes elipticas, iremos precisar do operador
laplaciano. Iniciemos relembrando que o laplaciano de uma fungao f : S +— R suave é definido
por

Af(p) = tr(v2f)(p)

ou seja,
2

Af(p) =D (VI e

=1

Depois de deduzir tais equagoes, como dito anteriormente, iremos aplicar o principio do
maximo fraco para o laplaciano:

Teorema 2 (Principio do maximo fraco): Sejam Q C R™ um aberto limitado e u : Q — R, tal

que u € C3(Q) N C(Q).

i) Se Au >0 entdo

maxu = maxu.
Q 0

it) Se Au <0 entdo

min v = min u.
o) o)

Ao longo da pesquisa iremos trabalhar com estudos sobre a curvatura média de grafico,
ou seja, é primordial entendermos bem a definicdo de uma superficie que é um grafico, e de
como se comporta a sua curvatura média. Preparamos o proximo topico abordando tal
resultado.

3.1 Curvatura Média de Graficos

Inicialmente lembremos que, uma superficie diferencial do R3 e um conjunto S C R?
para qual cada ponto p € S possui uma vizinhanca que é difeomorfo a um aberto do R2, ou
seja, para cada p € S existem um aberto V do R3?, um aberto do R? é uma aplicacdo
X :U— VNS que é um difeomorfismo.

Obs: Note que X' : VNS — U estd definida em um conjunto do R?. Entao o que
significa diferenciabilidade nesse contexto?

Resposta:

Definicao: Sejam A C R"™ qualquer. Diz-se que f : A — R™ é diferenciavel em p € A se
existir um aberto U do R3 com p € U é uma aplicacio F : U — R™ diferenciavel em p e tal que

F|UnA = f|UmA

XXI Semana de Iniciacao Cientifica da URCA, 2018 3



Anais da XXI Semana de Iniciacao Cientifica Comunicagao Oral

Neste caso, diz-se que F é uma extensao de f
Um caso particulamente interessante de superficie é um grafico: Dado um aberto
Q C R? e uma funcédo diferenciavel u : Q — R, e o grafico de u:

S = {(z,y,u(z,y)); (x,y) € Q} CR’
é uma superficie do R3 que pode ser parametrizado por
X:QcCcR? — R?
(,y) ~ X(z,9) = (z,y,u(z,y))

Observacao: pode-se provar que toda superficie é localmente um grafico, ou seja, todo ponto
da superficie possui uma vizinhanca que é um grafico.
Recordemos que o espaco tangente de ¥ em p, 7,%, é o plano do R3 gerado pelos

vetores X, = %ij(p) e X, = %;((p) Em que,
ou
%= (10.3;)
ou
X, = (0, 1, @)

O vetor normal a ¥ em p é o vetor unitario N que satisfaz

<N)Xoc>:<Nva> =0

IN|[=1
Vamos determina
N = (a,b,c)

que satisfaz esta condigao

Ou ou
0= (N, X,)={(a,b,¢), (1,0, %» —a+o
ou seja,
ou ou
atem =0 b+ca—y =0
Dai,
ou ou
N = (—ca—x, —ca—y,c)
como
1=|INl|= 02<(@)2 + (P2 1)
81‘ ay
obtemos,
1
VI VP
em que Vu = (gz, g;j)
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Assim N pode ser definida por

V14 ||Vul|?
ou .
N=—F=——(Vu,—1)

V1+||Vul]?
A curvatura média H de uma superficie é por definigdo o traco de um operador de Weingartein
A:T,¥ — T,% dado A(v) = —D,N,
vamos calcular

2H =tr(A)

no caso de um grafico
Primeiro vamos calcular a matriz de A em relacao a base {X,, Xy}. Temos

ou

= DPaogN
ou
= —DuogN = Do N
w0 N = 5-Doo)

pois D(.) é linear, e pela expressao de N temos que
D(070’1)N - 0

(&

DaogN =D SN S <6“8“—1>+ b <a“a“—1)
(1,0,0) (1,0,0) 11 ||VUH2 or’ aya 11 HVUHQ (1,0,0) o’ 82/,

portanto, obetmos que

1 oud*u  Ou J*u ou Ou
A(Xx) - _D(LO,O)N = (1 n HVuH2)3 <8$8$2 + E);y@:r@y) <8SU’ 87y7 —1>

1 < Pu 0% O)
V1+][Vul[2 \0x? 020y’
realizando algumas manipulacoes algébricas obtemos

1
AXy) = — EAIBE (1+ uZ)um — UpUyUgy, (1 + ui)uxy — Up Uy Uy, Ugp gy + UyUzy)
U
1
= el e ) (1,0, )

+((1+ U:%)ua:y — Uz Uy Uz ) (0, 1, uy)]

Da mesma forma obetmos A(X,), que é dado por

= — L U2 u — Uz Uy U u
A(Xy) - (1+HVUH2)3[(<1+ y) yx =y yy)(lvov 96)

+((1+ Ui)uyy — Uz UyUyz ) (0, 1, uy)]
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Portanto a matriz do operador de Weingartein A de ¥ na base {X,, X, } serd

_ 1 ( (1+ uf/)umj — UglUylUzy (14 uz)uym — UgUyUyy )
(1+[[Vul2)3 \ 1+ Up YUy — Uglylgy (14 U3 Uyy — Ugllyty,

Como a curvatura média de X é o traco do operador A, entao

1

2H =tr(A) = — EANZIBE (14 uf})um — UpUylUgy + (1 + u?c)uyy — UpUyUyy)

1 2 2
= T e 2wty + (14

Vimos que o gréfico ¥ = {(z,y, u(z,v)); (z,y) € Q} tem curvatura média H dada por

(x) = 2H\/(1+[|[Vul[?)? = (1 + u)tag — 2uptytiay + (1 4 u3)uy,
quando é orientada pela normal ”upwards”
1

N=——-—(Vu,—1)
V1+||Vul]?

se escolhermos a orientagao ”downwards” —N entao a equagao (%) é mantida mas sem o sinal
de menos no primeiro membro.
Proposicao: A equagao () pode ser reescrita como

. Vu B
(%) — div <m> =2H

Onde div é o operador divergente que atua em campos de vetores F : R? — R? da seguinte

F(z,y) = (fi(z,y), fo(z,y)) = div(F) = % + %

Prova: Por definicao de divergente,

v (M) = div (L + 1Vl P) 1y, ) =

forma

_ 9 2y-1/2 9 2\-1/2, \ _
= 5 (LA VUl ™ Fue) 4 5 (L [[Vul[F) ™ uy) =
9 2y-1/2 2y-1/2 9 2\—1/2
= 5 (U VUl + (A4 IVl e + 5 (L [[Vall5) 7 )y
(L4 IVl [)) 72y, =
= (L4 [IVul )2 (—ustiar —uytiys)us + (1 4[|Vl ?) 7Pz
(1 [Vl ) 722 (~tatiay — uyuyyuy + (14 [Vl )7 2uy, =
= (14 [|Vul )2 [~uss — uatyuye + (14 [|Vul[*)uze
—Ug Uy Ugy — ugz/“yy + (1 4[| Vul[*)uy,y] =
= (14 ||Vul|)732[(1 4 uy2) e — 2ustiytizy + (14 u2 )y,
de onde obtemos (x) diretamente.

As equagdes (%) e (x*) sao formas distintas de descrever a curvatura média prescrita.
Uma outra forma de apresentar esta equacao é obtida observando

AU = Ugy + Uyy
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é o laplaciano da funcao u. Além disso, como hessiano de u é bilinear temos,

Hess(u)(Vu, Vu) = Vu(Vu, Vu) = V2u((ug, uy), (Uz, uy)) =
= umui F Uy Uy Uy + Ugy Uz Uy + uyyuz =
2

2
= UgpUy + 2UgylUyly + Uy Uy

dai
(1+ HVUH2)AU - V2U(VU7 Vu) = (1+ uz)um& +(1+ ui)uyy — 2Ug Uy gy

portanto,
(k%) (14 ||Vul[?)Au — VZu(Vu, Vu) = —2H (1 + || Vu|[?)%/?

finalmente, observamos que a equacao acima também pode ser escrita em linguagem matricial.
De fato,

9 2
— Uy Uy 1+ Uy Uz Uy 1+ Uz

4 Metodologia

Como ¢ usual no caso da pesquisa em matematica, o trabalho é todo feito baseado no
estudo individual e na realizacao de seminarios.Ressaltamos que neste trabalho seguimos a
linha de apresentagao do autor Rafael Lopez, descrita no livro Constant Mean Curvature
Surfaces with Boundary , publicado pela editora Springer em 2010.

5 Resultados

Os resultados apresentados sdo classicos, porém nao estao disponiveis em livros textos
em portugués acessiveis a estudantes com nivel de conhecimento de graduagao. Como é usual
no caso de matematica pura, por se tratar de um trabalho resultante de projeto de iniciacao
cientifica, ndo apresentamos resultados novos. As contribuictes dadas s@o a disponibilizacao de
um material sobre o tema que seja mais acessivel aos estudantes de graduagao em matemaéatica
e, principalmente, a contato do autor com a matematica aqui apresentada.

6 Conclusao

A partir dos estudos realizados foi possivel perceber a importancia da Iniciacao
Cientifica para o bolsista, por esta possibilitar o estudo de temas mais avancados e que
provavelmente nao seriam abordados durante a graduagao. Pretendemos também produzir um
texto que facilite o entendimento a cerca de tal conteudo, podendo concluir ainda, através dos
resultados, que aplicar a teoria de EDP elipticas para estudar a geometria de superficies é uma
Otima estratégia.
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