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A Férmula de Cauchy-Crofton

Paulo Vicentet € Edinardo Oliveira?

Resumo

O teorema o qual iremos trabalhar, nos diz que: Seja C' uma C.P.R., Curva Plana
Regular, de comprimento [. A medida do conjunto de retas que intersectam C' é igual a
2[. Mas, antes de abordarmos o teorema devemos, primeiramente, definir o que vem a ser
uma medida razoavel a um conjunto de retas do plano. A ideia a principio é de certa forma
associar pontos P = (z,y) pertencentes ao plano com retas L= (p,6), onde p é o segmento
de reta que mede a distancia ortogonal da reta L a origem e 6 é a inclinacao da reta que
contém p com o eixo das abscissas. Com isso fica evidente que nossa reta L tera sua equagao
da forma xcos(0) + ysen(f) = p. A partir dai, definiremos o nosso conjunto de retas como
I'={(p,0) € R?|p > 0,0 € [0,27)}. Existe uma medida razodvel para este conjunto. Para
isso, consideraremos Movimento Rigido F' : R? — R? onde x = a + Tcos(¢) — ysen(¢)
ey = b+ Tsen(¢p) + ycos(¢). E para definir a “4rea”de um conjunto S C R? iremos
considerar [[4 dzdy a fim de assimilarmos a integral [[¢dpdf onde ambas sdo invariantes
por movimentos rigidos, o que é imprescindivel para a demonstragao deste resultado, onde
faremos a abordagem em trés casos; o caso onde nossa curva C' é uma reta, uma poligonal e
uma curva plana regular qualquer.

Palavras-chave : Curva Plana Regular, Movimento Rigido,Medida.

the Cauchy-Crofton Formula

Abstract

The theorem that comes to work tells us that: Let C be a R.F.C, regular flat curve,of
lenght [. The measure of the set of lines that intersect C' it’s the same as 2l.Rather, before we
approach the theorem we must first define what is a reasonable measure to a set of straight
lines of the plane.The idea at the beginning is in a way to associate points P = (z,y)
belonging to the straight plane L= (p,6) at where p is the line segment that measures
the orthogonal distance of the line L the origin and 6 is the slope of the line containing
p with the abscissa axis. This makes it clear that our line L will have its equation of
the form zcos(0) 4+ ysen(f) = p. From there we will, define our set of straight lines as
I'={(p,0) € R?*p > 0,0 € [0,2m)}. There is a reasonable measure for this set. For this,
we will consider Rigid Movement F : R? — R? at where z = a + Zcos(¢) — ysen(¢) and
y = b+Tsen(¢)+ycos(¢). And to define the ”area” of a set S C R? we will consider ([ dzdy
iin order to assimilate the integral f f 5 dpdf where both are invariant by rigid movements,
which is essential for the demonstration of this result, where we will approach in three cases;
the case where our curve C is a straight, a traverse and a regular flat curve any.
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1 Introducao

Dado uma curva C' de comprimento [, gostariamos de encontrar uma forma de associar
o comprimento de nossa curva C com a medida de um conjunto de retas do plano. Sabemos
que podemos calcular a drea sobre uma curva apartir de pontos no plano. A ideia aqui é olhar
sobre um conjunto de retas L que estao parametrizadas pelos pardmetros p e § como “pontos”
do plano a fim de conseguir associar uma medida a esse conjunto de retas, que mais a frente
iremos definir. Com o conjunto de retas ja definido irememos notar que a nossa medida do esta
associada ao numero de intersessoes (contadas com multiplicidade) que retas fazem com a
nossa curva C.

2 Objetivos

Neste trabalho pretendemos apresentar o resultado sobre a Formula de Cauchy-Crofton
e algumas aplicagoes.

3 Preliminares

Para que iniciemos o assunto em questao, é imprescindivel que conhecamos algumas
defini¢oes a respeito da geometria diferencial que envolvem curvas. Todas as curvas aqui
tratadas serao suaves.

Definigao 1: Uma curva plana é um conjunto C de pares ordenados (f(t), g(t)), em que f e g
sao fungdes continuas em um intervalo I onde, x = f(t) ey = g(t) , sao as equagdes
paramétricas de C, com parametro t.

C=(cos(t),sen(t))

Definicao 2: Uma curva diferencidvel parametrizada € uma aplicagcao diferencidvel
a: I —s ACR? de um intervalo I = (a,b) da reta real R em A C R3.

s

Definigao 3: Diremos que uma curva C diferencidvel parametrizada o(t) : I — A CR3 ¢
reqular se o # 0,Vt € 1.
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4 Teorema : Formula de Cauchy-Crofton.

Teorema 1: Seja C uma curva plana regular de comprimento I. A medida do conjunto de
retas (contadas com multiplicidade) que intersectam C € igual a 2l.

Antes de apresentarmos uma demonstragao com rigor matematico suficiente para este
teorema, precisamos definir o que vem a ser uma medida razoavel para nosso conjunto de retas
do plano. Para iss, notemos que podemos escrever a equacao de uma reta L por meio de
parametros p e 6 onde p é o segmento de reta que mede a distancia ortogonal da reta L a
origem e # ¢é a inclinacao da reta que contém p com o eixo das abscissas,

Y B
-—===- a=90

p i :

1

I Vel X

- 172 72

note que

2 +y’ = p? (1)
sen(6) = % &y = psen(0) < y* = ypsen() (2)
cos(0) = % & x = psen(f) < 2% = zpsen () (3)

e de forma andloga substituindo (2) e (3) em (1) temos

zpcos(8) + ypsen(0) = p* < p(zcos(0) + ysen(6)) = p°.

Com a reta L terd a sua equagao dada por xcos(0) + ysen(0) = p. E, a partir daqui,
vamos considerar o conjunto de todas as retas do plano dadas pelo conjunto

I'={(p,0) € R*|p>10,6 € [0,27)}.

Iremos provar mais a frente que, a menos de uma escolha de unidades, existe uma tnica
medida aceitavel para este conjunto. Para que haja uma melhor compreensao iremos tratar tal
medida em termos de “4rea” em R?. Iremos definir agora o que vem a ser um movimento
rigido em R2.
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Definicao 4: Um Movimento Rigido em R? é uma aplicacio F : R? — R? dada por
(Iv g) — (:B,y) onde

x = a+ Tcos(p) — ysen(p)
y =b+Tsen(¢) + ycos(p)

P=(xy)

P=(z,v)

Ou seja, o movimento rigido em R? nada mais é do que uma rotacio e um translacio.
O movimento rigido em questao é obtido pela mudanca de coordenadas por rotagao de eixos .

L

Notemos que

PQ =y = QR = ysen(9)

e ainda
PR = ycos(¢)

Observe também que OB = xcos(¢) e, OC = xsen(¢) e, com isso, obtemos que
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cos(¢) — ysen(¢)
en(¢) + ycos(o)

8|
I

<
I

0, ainda,

x = Tcos(¢p) + ysen (o)
y = ycos(¢) — Tsen(o).
Com iss, basta somarmos a e b nas respectivas coordenas apresentadas.

Para definir a 4rea de um conjunto S C R? consideraremos a integral dupla a seguir

/ /5 dudy.

Note que o elemento de area dxdy é invariante por movimentos rigidos, como vemos na
proposicao a seguir.

Proposigao 1: Seja f(z,y) uma funcio continua em R?. Para um conjunto qualquer S C R?,
defina a drea A de S por

_ / f(, y)dady

Suponha que A seja invariante por movimentos rigidos ; Isto é, se S é um conjunto qualquer e
S = F~1(9), onde F é o movimento rigido , temos

S) = / f(a:,y)dxc@z/ fla,y)dzdy = A(S)
g S

Entao f(x,y) = const.

Demonstragao: Recordemos, para a nossa demonstragao, a férmula de mudanca de
variaveis em integrais multiplas

Seja
F:S

| ﬁ

— SCR
— (z

(z,9),y(z,9))

=l

(

e f: S CR? — R uma funcdo integrdvel. Entdo

J[ sistn= [[ s |5

Aplicando entao, o teorema da madanca de varidvel na nossa funcdo f teremos que

J[ sty = [[ r@m |52

Consideraremos = = z(T,7) e y = y(Z,y) funcoes de derivadas parciais continuas que definem
uma mudanca de varidveis T : R? — R2?, S = T~!(S) onde T é o nosso movimento rigido j4
apresentado anteriormente.Entao o Jacobiano de T é dada pela matriz

ou ou

8(%1/)_ Jr Oy

o(zy) |9v vy
or 0Oy

@)

dzdy. (4)
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onde T é a transformg¢ao do movimento rigido ja apresentado. Calculando o Jacobiano da
transformacao T temos

A(z,y) _ cos(¢) —sen(¢) ’ _1
2(z,y) sen(¢)  cos(o)
Com isso, a partir da equacao (4) temos

//S f(x(x,y),y(x,y))dxdy://g f(.9)dzdy.

Como S é um subconjunto arbitrario

Pelo fato de F' ser um movimento rigido e estar definido em todos os pares (x,y) e
(7,7) pertencentes ao plano R? jtemos F(z,y) = (%,7). Logo

f(xvy) = (fOF)(f,@) = f(fvg)

e com isso f(x,y) = const.m

Com base no que foi demonstrado, temos que o Jacobiano de um movimento rigido em
R? é sempre igual a 1, e que sempre existird um movimento rigido levando um par ordenado a
outro.

Note que o movimento rigido apresentado induz uma tranformagao sobre I' aplicando a
reta xcos(0) + ysen(0) = p sobre a reta Tcos(0 — ¢) + ysen(0 — ¢) = p — acos(0) — bsen(#). Isto
indica que o movimento rigido em questao aplicado em I" é

p = p—acos(0) — bsen(0)
0=0-¢

Tal transformagao também é transitiva sobre conjuntos de retas do plano. Com isso, definimos
a medida de um conjunto S C I' como
/ / dpdb.
S

Fazendo uma demonstracao semelhante a da proposi¢do 1, conseguimos verificar que, a menos
de um fator const., esta é a inica medida em I' que é invariannte por movimentos rigidos.

Demonstra¢ao do Teorema 1: Em primeiro lugar vamos supor que nossa curva C é um
segmento de comprimento [. Vamos supor que nosso segmento esta sobre o eixo Ox dividido
em duas partes iguais, e caso nao estivesse bastaria aplicar um movimento rigido para que
ocorresse o desejado. Seja n = n(,g) o numero de pontos de intersecao das retas de paramentos
(p,0) € T, como C é um segmento , n(,q) = 1,Vp, 0. Portanto

27 b
// n(p,0)dpd0 :/ / dpdf
r 0 a

Os valores pelos quais a, b irao variar, serao determinados a seguir. Podemos verificar que se o
limite inferior da integral é 0, ou seja p = 0, existe uma reta que corta C. Vejamos o limite
superior.

Denotamos como ly ~ (po, o) a reta que corta C' cujo p é o maior possivel, isto é p' > p
a implica que reta (p/, 6p) nao toca C.
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172 172

vemos que p L L.
Analisando o triangulo AABX com hipotenusa de comprimento 1/2 no lado positivo do

l
eixo Ox, obtemos que p = 5608(9). Como p > 0, entao p = 5\005(0)|. Com isso, temos que

2 %|cos(9)| 2m l 5 377\’ l
/ / dpdf = / —lcos(0)|do = ~ / cos(6)do —/ cos(0)dl| = = -4 =2,
o Jo o 2 21J- 2

us r
2 2

2 -2

3

como era esperado. Faremos agora o caso em que nossa curva C é uma poligonal de m lados .
Denotaremos S; cada segmento de C; e l; seus respectivos comprimentos. Ou seja,

Neste caso, podemos calcular a “area” em cada segmento

// Zn(pw@i)dpidei = // n(Poﬁo)dedHO""// n(p1,91)d01d91"'+// T o 0m ) AP A0,
s = So s 51
[ vapdodti= [ [ doodos [[ dpasi-ev [[  dpnas,
S So S1 S,
~~ —_—
! 2lm

2lo 201

//S ’I’L(phgi)dpid@i = QZli =2
i =0

S6 nos resta agora demonstrar o caso em que C é uma C.P.R qualquer. Para isso
analisemos o caso anterior. Se € é C.P.R. podemos aproximar o comprimeto desta curva por
uma poligonal de segmentos .S; de comprimentos /;, Entao, por uma processo de limite temos
que

m—o0
=0
e também .
/ / n(pgdpdd = lim - / / (s 0:)dpidb;
r i=0 " /S
Dai

m m
lim // N,y g dp;df; = lim 2 l; =2l
m—00 ; S; (pi,0) m—00 ;
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Isto é,

//F n(pyg)dpdﬁ =2l
para toda C.P.R. C.n

O resultado apresentado pode ser aplicado de diversas formas. Umas delas é usar para
o céalculo de comprimentos de curvas ou seja

1
// n(p,g)d,odﬁ =2 & 5 // n(pﬁ)dpde =1
T r

fagamos agora um exemplo simples para uma melhor compreensao, calculando o
perimetro de um circulo

p
R
Note que,
Npe = 0;p>0
npe = ZpS R

Logo

1 1 27 rR
2// N(p,0)dpdd = 2/ / 2dpdd
r o Jo
1 2m
=35 /0 2Rd6

= 2R

como era de se esperar.

A férmula de Cauchy-Crofton se mostra extremamente eficiente para o célculo de
comprimento de curvas, e fornece ainda uma vantagem levando em consideracao que nao
precisamos identificar ou ter conhecimento da funcao que caracteriza o traco curva.
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