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Resumo

Nao é segredo que a matematica é essencial para o nosso cotidiano e que fazemos uso de instru-
mentos que necessitam desta ciéncia mesmo sem estarmos utilizando-a diretamente. Em especial,
quando uma mensagem € transmitida através de um canal, no whatsapp, como por exemplo, ela
estd propensa a sofrer alguma interferéncia, isto é, ser recebida com algum erro. Neste aspecto,
a deteccao e correcao desses erros é um dos principais objetivos da Teoria de Cédigos. Portanto,
direcionaremos nossa producao cientifica, com embasamento tedrico da algebra, para a aplicacao
dos cédigos binarios no estudo dos cédigos lineares.
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Abstract

It is no secret that mathematics is essential to our daily lives and that we make use of instruments
that need this science even without using it directly. In particular, when a message is transmitted
through a channel, in whatsapp, for example, it is prone to interference, that is, to be received with
some error. In this aspect, the detection and correction of these errors is one of the main objectives
of the Code Theory. Therefore, we will direct our scientific production, based on theoretical algebra,
for the application of binary codes in the study of linear codes.
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1 Introducao

A comunicacao é um dos grandes pilares que move o mundo contemporaneo de tal forma que,
o problema no envio de dados pode acarretar catdstrofes para o desenvolvimento das atividades
humanas, desde a falta de energia elétrica na sua casa, até o envio de uma mensagem no seu
whatsapp. Refletir sobre o que ha por tras desses envios de dados é um estimulo para estudarmos
os cédigos corretores de erros.

A teoria dos cddigos corretores de erros nasceu em 1948 com a publicagdo de um trabalho
elaborado por C. E. Shannon, e assim passou a ser estudada e desenvolvida por matemaéticos da
época.

A partir da década de 70, houve um grande interesse por parte de engenheiros em auxiliar no
aperfeicoamento da teoria de cédigos. Devido ao avanco das pesquisas espaciais e a difusao dos
computadores. E importante ressaltar que os primeiros computadores eram restritos as grandes
instituicoes, além dos operadores nao terem total liberdade de acesso a essas maquinas. Podemos
citar o Laboratorio Bell de Tecnologia, onde Richard W. Hamming e C. E. Shannon trabalha-
vam. Atualmente, os codigos corretores sao utilizados sempre que se deseja transmitir dados com
confiabilidade.

A teoria estudada tem, por finalidade, acrescentar novas informacgoes que serao transmitidas
fazendo com que estas possam ser corrigidas quando ocorrem erros de transmissao de dados. Preci-
samente ao transmitir uma mensagem por um dispotivo, ela serd codificada através de dois processos.
Inicialmente, a mensagem sera transformada em um sinal no codificador da fonte e depois recodifi-
cada no codificador de canal para amenizar as redundéancias introduzidas. Apés feito isso, o cddigo
serd transmitido por um canal, seja ele digital ou nao, tal que serd decodificado e remodelado para
chegar até o usuario. Esquematizaremos o processo abaixo.

’Fonte‘ — ’Codiﬁcador da Fonte‘ — ’Codiﬁcador de Canal‘

J Canal

’Decodificador de Canal‘ — ’Decodiﬁcador da Fonte‘ — ’Usu:irio‘

Neste trabalho, estudaremos os cddigos lineares, enfatizando os cédigos bindrios, sendo estes
um dos tipos de cddigos corretores de erros mais simples. A principio, abordaremos a distancia de
Hamming, assunto de fundamental importancia para o desenvolvimento desta teoria, que por sua
vez determinarao os parametros dos cédigos lineares, as matrizes geradoras, os codigos duais e os
algoritmos de correcoes de erros. Por fim, apresentamos uma aplicacao sobre a teoria estudada.

2 Objetivos

Em linhas gerais, apresentaremos os aspectos primordiais para a construcao dos cédigos lineares,
mesclando as defini¢oes da Algebra Linear com as aplicacoes da vida real da nossa socidade.

Especificamente, apresentamos um pouco da teoria que envolve os cédigos, aos quais possibili-
tarao a compreensao dos algoritmos necessarios para deteccao e correcao de erros na transmissao
de mensagens.
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3 Preliminares

3.1 Distancia de Hamming

O primeiro passo para construir um cédigo corretor de erros, ¢ definir um conjunto finito A
denominado alfabeto e sua respectiva cardinalidade |A| = gq.

O cédigo corretor de erros é um subconjunto préprio de A", para algum n € N, de tal forma
que esse espago é formado pelas n-uplas com entradas em A", ou seja,

A" = (21 22 ... )

tal que x; € A, comi=1,2,...,n.

Sendo A um alfabeto, definimos C' um cédigo de comprimento n quando ele é um subconjunto
préprio de A™. Os elementos de um cédigo sdo chamados de palavras-cédigo.

Veremos abaixo uma aplicacao cotidiana que reflete as defini¢oes anteriores:

Exemplo 1. Dado o “alfabeto” A formado pelas 23 letras do alfabeto da lingua portuguesa, bem
como o espago em branco como uma letra, o c¢ cedilha e as vogais acentuadas, uma palavra da lingua
portuguesa pode ser considerada como um elemento de A%", onde 27 é o comprimento da palavra
mais longa do idioma.

Definicao 1. Sejam u = (u; ug ... up) € v = (v1 v2 ... v,) pertencentes a A™. A distincia de
Hamming entre u e v € definida por

d(u,v) = [{i; u; #v;, com 1 <i<n}|.

Teorema 1. A distancia de Hamming é uma métrica no espaco A", isto €, dados u,v,w € A"
valem as propriedades:

1. d(u,v) > 0, valendo a igualdade se, e somente se, u = v;
2. d(u,v) = d(v,u);
3. d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

Agora, apresentaremos os conceitos de Disco e Esfera, além de um resultado importantissimo
para o estudo de cédigos:

Definicao 2. Dados a € A™ et > 0 um numero real, define-se Disco e Esfera de centro a e raio t
como

Dia,t] = {c € A";d(c,a) <t} e S(a,t)={ce A" d(c,a) =t},
respectivamente.
Lema 2. Para todo a € A™ e todo nimero natural r > 0, temos que
d n
_ Ry
plarll =Y (7 ) -1
i=0
Demonstracao: Ver [3, Lema 11.21]. "
Inicialmente, definiremos a distancia minima d.

Definicao 3. Seja C' um cddigo. A distincia minima de C € o nimero

d = min{d(u,v); u,v € C e u#v}.
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Dado um cédigo C com distancia minima d, definiremos o raio dos discos como

d—1
k= |——|,
2
onde [t] representa a parte inteira de um nimero real ¢. E importante salientar que um cédigo C'
pode corrigir k erros e detectar d — 1 erros.

d—1
Definicao 4. Seja C' C A™ um cddigo com distdncia minima d, e seja k = {2] O codigo C

serd dito perfeito se U Dia, k] = A™.
aeC

Repare que quanto maior a distancia minima, melhor é o cédigo. De fato, a distdncia minima é
diretamente proporcional ao tamanho do raio k. Logo, quanto maior o raio, maior a probabilidade
da palavra pertencer a algum disco em torno de uma palavra c e ser decodificada com boa margem
de seguranca.

3.2 C(Cobdigos Lineares

Seja K um corpo finito com ¢ elementos tomado como alfabeto. Temos, para cada ntmero
n € N um K-espago vetorial K™ de dimensao n. Assim, temos que

Definicao 5. Um cddigo C C K™ serd chamado de cddigo linear se for um subespago vetorial de
K™,

Dessa forma, sendo C' um cédigo que admite uma base finita B = {vy,vs,..., v}, entdao sua
dimensao é igual ao nimero de elementos de tal base. Em outras palavras, dimgC = k.
Tendo em vista que cada elemento de C se escreve de maneira tinica como combinagcao linear de
elementos de B, isto é,
A1v1 + Aovg + ... + AU,

ao qual \; € K, com i = 1,2, ..., k, segue-se que |C| = ¢F.

Definicao 6. O peso de um cddigo linear C' é o inteiro w(C) = min{w(x);x € C \ {0}}, onde
w(z) = d(x,0).

Proposicao 3. Seja C C K™ um cddigo linear com distancia minima d. Temos que:
1. Para todo x,y € K", d(z,y) = w(x — y);
2. d=w(C).

Demonstracgao:

1. Dados z,y € K", temos que d(x,y) = [{i;z; #yi, 1 <i <n}| = [{i;zi —yi #0,1 < i <n}| =
w(x —y).

2. Dados z,y € C, com x # y, tem-se z = x—y € C'\{0} de modo que d(z,y) = w(x—y) = w(z).
Assim, d = min{d(z,y);z,y € C e z # y} =min{w(z);z € C\ {0}} =w(C).
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3.3 Matriz Geradora de um Cédigo

Considere K o corpo finito com ¢ elementos e C' C K™ um cédigo linear. Chamaremos a terna
(n,k,d) de pardmetros do cédigo linear C, onde n é a dimensao do espago K", k é a dimensao de
C sobre K e d ¢ a distdncia minima do cédigo.

Definicao 7. A matriz G € dita geradora de um cddigo C' associada a uma base 3, quando cada
linha dessa matriz representa um vetor dessa base. Em outras palavras, sendo 8 = {vi,v2, ..., U}
uma base de C' e v; = {vj1,Vi2, ..., Uin}, com i =1,2,.... k, tem-se

U1 V11 V12 0 Vin

Vg Vg1 Vg2 ' VUkn

Sendo a transformacao linear,
T: K¢ — K"

r = zG
e tomando x = (z1, T2, ..., Tk ), temos
vl V12 ot Uip
T(r) =2G = (71 72 ... 7%) =101 + ... + TRVE.
Vgl U2t Ukn

Logo, T(K*) = C. Podemos entdo considerar K* sendo o cédigo da fonte, C' o cédigo do canal e T
uma codificacao.

E importante destacar que a matriz geradora nao é unicamente determinada por C, pois ela
depende da base 3 escolhida. Sendo assim, podemos encontrar varias matrizes geradoras atraves de
uma outra com o uso de uma sequéncia de operacoes com suas linhas. Além disso, para construir
codigos a partir de GG basta tomar uma matriz com linhas linearmente independentes e definir um
codigo C sendo imagem da transformagcao linear 1" acima.

Definigao 8. Diremos que uma matriz geradora G de um cddigo C' estd na forma padrao se tivermos
G = (Idg|A), onde Idy, é a matriz identidade k X k e A uma matriz k x (n — k).

3.4 Cddigos Duais
Sendo C' C K™ um c6digo linear, chamaremos de ortogonal a C' ao conjunto
Ct={ve K" (v,u) =0,V € C}.
com as operacoes usuais de produto interno.
Lema 4. Se C C K™ ¢ um codigo linear, com matriz geradora G, entdo
1. C* € um subespaco vetorial de K™;
2. x€Ct < Gzt =0.

Demonstragao: Ver [1, Lema 1 - Segao 5.3]. "

Dessa forma, definimos o principal o conceito desta secao:
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Definicao 9. O subespaco vetorial C+ de K™, ortogonal a C, é chamado cddigo dual de C.

Proposicao 5. Seja C C K™ um cédigo com dimensdo k, com matriz geradora G = (Idy|A), na
forma padrao. Entdo,

1. dim C+ =n—k;
2. H=(-A"1d,_) ¢ uma matriz geradora de C+.
Demonstragao:

1. Pelo Lema 4, 2 = (z1 ... 2,,) pertence a O se, e somente se, Ga* = 0. Como G est4 na forma
padrao, isto equivale a termos

T Tr+1

Portanto, C- possui ¢" % elementos, que sdo justamente as possiveis escolhas arbitrarias de
Thal, ., Tn. Logo, C tem dimensdo n — k.

2. E evidente que as linhas de H sdo linearmente independentes por causa do bloco Id,_p,
portanto, geram um subespacgo de dimensao n — k. Como as linhas de H s@o ortogonais as
linhas de G, temos que o espaco gerado pelas linhas de H est4 contido em C; E como esses
dois subespagos tém mesma dimensao, eles coincidem, provando assim que H = (—A'|Id,,_y,)
é uma matriz geradora de Ct.

Definicao 10. A matriz geradora H de C+ é chamada matriz teste de paridade de C.

Proposicao 6. Seja H a matriz teste de paridade de um codigo C'. Temos que o peso de C' € maior
do que ou igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sao linearmente independentes.

Demonstragao: Ver [1, Proposi¢ao 5 - Secgao 5.3]. L]

Teorema 7. Seja H a matriz teste de paridade de um cddigo C. Temos que o peso de C € igual a
s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sdo linearmente independentes e existem s colunas
de H linearmente dependentes.

Demonstragao: De fato, suponhamos que w(C) = s, logo, todo o conjunto de s — 1 colunas de H
¢ linearmente independente. Por outro lado, existem s colunas de H linearmente dependentes, pois
caso contrario, pela Proposicao 6, terfamos w(C') > s + 1. Reciprocamente, suponhamos que todo
conjunto de s — 1 vetores colunas de H ¢é linearmente independente e existem s colunas linearmente
dependentes. Logo, da Proposicao 6, temos que w(C) > s. Mas, w(C') nao pode ser maior que s,
pois, neste caso, novamente a proposi¢ao anterior nos diria que todo conjunto com s colunas de H
¢ linearmente independente, o que é um absurdo. [

Corolério 8. Os parametros (n,k,d) de um cddigo linear satisfazem a desigualdade
d<n-—k+1.

Demonstragao: Se H é uma matriz teste de paridade, ela tem posto n — k. Como, pelo Teorema
7, d — 1 é menor ou igual ao posto de H, segue a desigualdade. [
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3.5 Decodificacao

Sabendo que processo de detecgao e correcao de erros num determinado cédigo chama-se deco-
dificacao, iniciaremos com a defini¢do de vetor erro e como sendo a diferenca entre o vetor recebido
r e o vetor transmitido ¢, isto é,

e=r—c,
onde o peso w(e) corresponde ao nimero de erros cometidos numa palavra entre a transmissao e a

recepcao.

Definicao 11. Dados um cddigo C' com matriz teste de paridade H e um vetor v € K™, chamamos
o vetor Hv' de sindrome de v.

Seja H a matriz teste de paridade de C, isto é, H é a matriz geradora de C+. Como ¢ € C
segue-se que Hc! = 0. Com efeito, temos

He!' = H(r' — ") = Hr' — Hc' = Hr',

afirmando que a palavra recebida e o vetor erro e tem mesma sindrome.
Agora, denotaremos por h' a i-ésima coluna de H. Se e = (g, ..., o), entao é facil ver que

n al
Y aibt =aih' +-- +apgh” = (A" - )| ¢ | = He' = Hr'.
=0

Qn

Lema 9. Seja C um cddigo linear em K™ com capacidade de corre¢do k. Ser € K" ec € C sdo
tais que d(c,r) < K, entdo existe um unico vetor e com w(e) < Kk, cuja sindrome € igual a sindrome
der etal quec=r —e.

Demonstragao: Dados r,c € C, com r # ¢, tem-se
e=r—ceC\{0}

e d(r,c) =d(c,r) = w(e) < k. Para provar a unicidade, suponhamos

e:(alan) (& e/:(alla'/n)

tais que w(e), w(e’) < K, além de terem a mesma sindrome que r. Entao, se H é uma matriz teste
de paridade de C, temos

n n

He' = He'' = Zaihi = Za;hi,
i=1 i=1

o que nos da uma relacdo linear entre 2x colunas (< d — 1) colunas de H sao linearmente indepen-

dentes, temos que «; = o, para todo 7, logo e = €. n

Exemplificaremos abaixo, um problema essencial para a determinagao do algoritmo de decodi-
ficagao para codigos corretores de um erro.

Seja C' um cédigo com matriz teste de paridade H com distancia minima d > 3 e peso w(C') < 1.
Dali, sendo r e ¢ as palavras recebidas e transmitidas, respectivamente, temos:
Se He! =0, entao Hr! = 0. Logo, r € C e se toma ¢ = 7;
Se He! # 0, entdao Hr! # 0. Logo, r ¢ C. Dai, w(e) = 1 e, consequentemente,

e=(0 - a--0),
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com « # 0 na i-ésima coordenada. Assim,

Het =" - ' - 0" - | a | =ak,

0
podemos determinar e como sendo o vetor com todas as componentes nulas exceto a i-ésima com-

ponente que é a. Note que i é bem determinado, pois d > 3.
Estabelecemos entao, o algoritmo de decodificagao em cédigos corretores de um erro:

Algoritmo
Seja H a matriz teste de paridade do cédigo C, e seja r um vetor recebido.
Supondo d > 3, facamos:

(a) - Calcule Hr';

(b) - Se Hr! = 0, aceite r como sendo a palavra transmitida;

(c) - Se Hrt = st # 0, compare s’ com as colunas de H;

(d) - Se existirem i e « tais que s' = ah’, para a € K, entdo e é a n-upla
com « na posi¢ao i e zeros nas outras posicoes. Corrija r pondo ¢ = r — €;
(e) - Se o contrério de (d) ocorrer, entdao mais de um erro foi cometido.

Cada conjunto v + C' é chamado de classe lateral de v segundo C', definido por
v+C={v+¢ ceC}.
Definicao 12. Um vetor de peso minimo numa classe lateral € chamado de elemento lider dessa
classe.
Proposicao 10. Seja C' um cddigo linear em K™ com distancia minima d. Se u € K™ € tal que
w(u) < {dgl] =R,

entao u € o unico elemento lider de sua classe.

d—1
Demonstracgao: Suponhamos u,v € K™ tais que w(u), w(v) < [2] Se u —v € C, entao

w( —v) = d(u, v) < d(u,0) + d(v,0) = w(u) + w(v) < [d;q + {dgl] <d—1.

Como w(u —v) > d, entdo u — v = 0 e assim u = v. "

Dessa forma, sejam as palavras 7, c e e. Como He! = Hr!, entdo a classe lateral onde e encontra-
se é determinada pela sindrome de r. Supondo w(e) < k, temos e sendo o unico lider de sua classe
e, consequentemente, pelo Lema 9, c =r — e = r — [ é determinado.

Algoritmo
(i) - Determine todos os elementos u € K™ que satisfacam w(u) < k;
(ii) - Calcule a sindrome Hr! = s;
(iii) - Se s estd na tabela, seja [ o elemento lider da classe determinada por
s e troque r por r — [;
(iv) - Se s nao estd na tabela, entdo na mensagem recebida foram cometidos
mais do que k erros.
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4 Resultados

Apés a exposicao da teoria de codigos lineares, apresentaremos uma aplicagdo que contemple
todos os resultados descritos anteriormente. Basicamente, utilizaremos o c6digo binario sobre o
corpo de Galois, Fo, munido das operagoes:

+ 1011 101
0101 0
111]0 1101

Seja a matriz abaixo geradora de um cédigo binario C' dada por

1110000
1001100
G= 1000011
0101010

A partir das informagoes anteriores, temos que a dimensao de K sobre C é k = 4, o comprimento
é n =7 e a cardinalidade |C| = 2% = 16, j& que ¢ = 2.
Desse modo, apresentaremos abaixo todos os elementos do cédigo C' utilizando a transformacao
linear
T: F3 — F7
(ml,xg,xg,x4) — Z1V1 + ZoU2 + T3V3 + T4V

onde {v1,v9,v3,v4} é uma base de C' com i =1, ...,4 sendo as linhas da matriz geradora. Assim,

’ x \ xH \ d(zH,0) ‘
0000 | 0000000 00
1000 | 1110000 03
0100 | 1001100 03
0010 | 1000011 03
0001 | 0101010 03
1100 | 0111100 04
0110 | 0001111 04
0011 | 1101001 04
1001 | 1011010 04
1010 | 0110011 04
0101 | 1100110 04
1110 | 1111111 07
0111 | 0100101 03
1101 | 0010110 03
1011 | 0011001 03
1111 | 0010101 03

Como temos w(C') = 3, segue-se
3-1]

k
2
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e, consequentemente, para ¢ € C, a cardinalidade do disco é

D[c,1]|:§< ?)(q—l)izl—i-n.

O comprimento do corpo é 7. Dali,

U Dle, 1]

ceC

=[1+7-2"=9.2t=2%.2¢ = |F]|.

Portanto, o cédigo é perfeito.
Inicialmente, transformaremos G na forma padrao (Ids4|A). Fazendo o escalonamento nas linhas
de G encontramos a matriz,

1000011
01 001O0T1
0010110
0001111

Pela Proposicao 5, a matriz teste paridade é da forma H = (—A*|Id3). Assim,

H =

_ = O
— O
O =
e
O = O

0
0
1

o O =

E perceptivel que o comprimento de C' é 7. Logo, é de facil anélise que
dim Cr=n—k=7-4=3.

Acharemos o vetor erro da mensagem r = (1101101), admitindo que apenas um erro foi cometido.

Pelo algoritmo, calculemos
1

Hrt=1[( 0 | =1-1°.
0

Assim, e = (0000100), e assim, ¢ = (1101001).
Por tltimo, considerando (7,4)—cdédigo linear definido sobre Fy. Pelo Lema 9, consideremos os
3-1
vetores de peso < 1, pois kK = [2] = 1.

Dessa forma, relacionaremos os vetores com as suas respectivas sindromes na tabela abaixo

Lider Sindrome
0000000 000
1000000 011
0100000 101
0010000 110
0001000 111
0000100 100
0000010 010
0000001 001
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Supondo que as palavras recebidas sejam 1 = (1110111) e o = (0001110). Logo,
Hri=(111)" e Hri= (00 1)

Portanto, e; = (0001000) e ea = (0000001) e, consequentemente, ¢; = (1111111) e co = (0001111),
respectivamente.
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