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RESUMO: O desenvolvimento do estudo das equacoes diferenciais ordindarias iniciou-se em
meados do século XVII e XVIII com o surgimento do calculo Diferencial e Integral liderados por
Newton e Leibniz. Rapidamente, grandes matematicos contribuiram para a expansao da Teoria
das Equacoes Diferenciais através de pesquisas interessantissimas no que diz respeito ao Célculo
das Variagoes, Teoria das Oscilacoes, Elasticidade e Dinamica dos Fluidos, como por exemplo.
A partir do século XIX, diversos pesquisadores interessaram-se em resolver equacdes diferenciais
sujeitas a certas condigoes iniciais para conseguir compreender novas aplicacoes e fenémenos,
principalmente no ramo da fisica. Estas questoes ficaram conhecidas como problema de Cauchy
ou problema de valor inicial. Nesta producao, apresentaremos a definicao formal de uma classe
de equacoes diferenciais: a de primeira ordem e n varidveis. Além disso, enunciaremos e pro-
varemos um magnifico teorema de existéncia e unicidade que responde, utilizando fortemente a
teoria de Espacos Métricos, o problema de valor inicial.

Palavras-chave: Equagoes diferenciais ordinarias; Primeira ordem; Teorema de existéncia
e unicidade.

1. Introducao

Primeiramente, considere o espaco euclidiano R"*' = R x R" com coordenadas re-
tangulares (t,z), onde t € R e x € R". Além disso, seja U C R"" um conjunto
aberto que nao necessariamente é da forma produto de abertos. Nestas condigoes, se-

~ , Xz ~ . .
jam f : U Cc R*" — R™*! uma funcao continua e i f(t,x) uma equacao diferencial

ordindria (EDO) de primeira ordem.



Um estudo bem interessante consiste na busca por solucoes para tal equacao. Formal-
mente, uma solugao é uma funcao diferenciavel ¢ : J — R", onde J C R é um intervalo,

d
tal que para todo t € J, tem-se (t,¢(t)) € U e d—f(to) = f(to,p(to)), V to € J, onde

dy .
E(tg) denota a derivada lateral correspondente no caso em que t; para um extremo de
J.

Por mais inofensivo que pareca, buscar solugoes analiticas de equacoes diferenciais
ordindrias de 12 ordem, com certas condicoes impostas, nem sempre ¢ uma tarefa ficil,
uma vez que nao existe um unico método de resolugao que se aplique em todos os proble-

mas. Podemos até questionar se sempre é possivel encontrar solugoes para tais problemas.
A resposta é afirmativa, e a solucao é unica conforme o resultado principal deste trabalho.

2. Objetivos

Nesta produgao, objetivamos apresentar um teorema classico de existéncia e unicidade
para o problema de valor inicial (PVI)

{x/(t) = f(t,z) (1)

I’(to) = X,

com f:U C R*" — R**! diferencidvel e U aberto.

3. Metodologia

A abordagem metodoldgica da-se pela revisao bibliografica e pelo aprofundamento das
discussoes.

4. Resultados

4.1 Resultados preliminares

Antes de demonstrarmos o teorema de existéncia e unicidade, vejamos algumas de-
finigoes e resultados cruciais sobre Espacos Métricos.

Definicao 1. Uma funcao d : M x M — R € dita uma métrica do conjunto M se para
quaisquer x,y,z € M tivermos d(z,y) > 0 (com a igualdade se x = y), d(z,y) = d(y,x)
ed(z,z) <d(z,y) +d(y,z). Além disso, a notagao (M,d) indica um espag¢o métrico.

O ambiente dos espagos métricos é fundamental na anélise em geral. Nele conseguimos
estender diversas propriedades bésicas dos espacos euclidianos, como por exemplo, as
caracterizagoes de alguns tipos de sequéncias e também seu modo de convergéncia. Isso
nos motiva a definir:

Definicao 2. Uma sequéncia (x,) em (M,d) chama-se de Cauchy quando
Ve>0,dngeN; mn>ny = dam,z,) <e

Em particular, dizemos que o espag¢o métrico (M,d) é completo quando toda sequéncia de
Cauchy em M € convergente.

Vejamos a seguir uma aplicacao bem util.
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Aplicagao 1. O espaco (C(A, B),d) tal que

C(A,B) ={g: A— B; g € limitada e continua} e d(g1,92) =supl|g(t) — g2(t)|l,
teA

para g1, go € C(A, B), é métrico.
Lema 1. Sejam I C R um intervalo compacto e K C R™ um subconjunto compacto. O
espago métrico (C(1, K),d), com a métrica d(p,) = sup|e(t) — (t)|, € completo.
tel
Demonstracao. Ver [3]. O
Esta tultima definicao nos motiva a enunciar o seguinte resultado:

Teorema 1 (Teorema do Ponto Fixo). Sejam (X, d) é um espaco métrico completo e
F: X — X uma fun¢ao que satisfaz d(F(z), F(y)) < Kd(x,y) para todo x,y € X, com
0 < K < 1. Nestas condigoes, 3! p € X tal que F(p) = p.

Demonstragao. Primeiramente provaremos que 3 p € X tal que F/(p) = p. De fato, sejam
r € X ex, =F"(x). Observe que:

Afirmagao 1: (x,) é uma sequéncia de Cauchy;

Tome m e n numeros naturais quaisquer tais que m < n. Usando a desigualdade
triangular recursivamente, temos

(T, n) < ATy Tms1) + A Topg1, Tigo) + oo+ d(Tp1, T0).
Repare que,

d(zy, x141) = d(F(F'"7(2)), F(F'(2))) < K - d(F"Y2), F{(z)) < ... < K' - d(z, F(z)),

para todo [ € {m,m+1,...,n—1,n}. Assim, segue que
AT, xn) < d(@m, Tme1) + d(@mi1, Tmg2) + - oo+ d(2p_1, )
< K"d(x, F(x)) + K™ d(x, F(z)) + ...+ K" 'd(z, F(x))
Km
< .
< (e, F(@)

Isso prova que (z,) é uma sequéncia de Cauchy, pois para quaisquer n > m temos que
k™ — 0 quando m — oo.

m

1-K

Afirmagao 2: d(z, z,,) < d(x, F(x));

Uma vez que X é completo e (z,) C X é uma sequéncia de Cauchy, pela afirmacao
anterior, existe um unico z € X tal que z,, — x. Assim como na afirmacao anterior,
suponha n > m. Neste caso, temos

m

1-K

d(z,zp) < d(z,z,) + d(xh, xm) < d(z,2,) + d(z, F(z)).

Uma vez que d(z,x,) — 0, para n — 0o, concluimos que

m

1-K

d(z,x,) < d(z, F(x)).
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Afirmagao 3: F(x) = limx, = z;

Note que,

2 m+1

d(z, F(x)) < d(@, Zmi1) + d(Zmir, F(x)) < 1- K

d(z, F(x)).

Nestas condigoes, para m — oo, obtemos d(z, F'(z)) = 0. Logo, F(z) = limz, = z.
Por fim, provaremos a unicidade do problema. Sejam p e ¢ dois pontos fixos. Logo,

d(p,q) = d(F(p), F(q)) < Kd(p,q)

o que implica que d(p,q) = 0. Assim, p = q. O

Antes de prosseguirmos com a demostracao do teorema principal, vejamos um lema
que reduz o problema de valor inicial definido em (1) a um problema de resolugdo de uma
equacao integral.

Lema 2. Seja f : Q — R"™ uma fungao continua. Entdo, uma funcdao diferencidvel
¢ : I, — R™ é uma solugio do PVI (1) se, e somente se, for uma solu¢ao da equagdio
integral

x(t) = xo —i—/t f(s,x(s))ds, t€ I,.

Demonstragao. Ver [1]. O
Inicialmente, definamos os conjuntos
I,={teR; |t—ty| <a} e By,={xeR" ||z — x| <b},
além de 2 = I, x B,. Nestas condigoes, enunciaremos e provaremos o teorema, classico
das EDOs de primeira ordem.
4.2 Teorema principal

Teorema 2 (Picard). Seja f: U C R"™™ — R™, com U aberto, uma funcio continua tal
que existe K > 0 que satisfaz || f(t,x) — f(t,9)|| < K[|z —y||, para todo (t,x),(t,y) € Q C
U. Sellf(w)|| < M emw € Q, entao existe uma unica fun¢ao diferencidvel ¢ : I, — R",
onde o = min{a, b/M?}, que € solugao do PVI em (1).

Demonstracao. Seja o espago métrico (C(l, By),d), com d(g1, g2) = sup |g1(t) — g2(t)]
tel,

para g1, gs € C(l,, By) quaisquer. Nestas condigoes, (C(l,, By),d) é um espago métrico
completo pelo Lema 1, pois I, e By s@o conjuntos compactos. Agora, para g € C'(I,, By),
seja a funcao

elg): I, — R

t xg—l—/tf(s,g(s))ds

Afirmacao 1: ¢(g) estd bem definida, para todo g € C(1,, By);

E facil ver que tal afirmacao é verdadeira, pois uma vez que f é continua, ela também
¢ integravel.



Afirmacao 2: ¢(g) € C(la, By), para todo g € C(1,, By);

De fato, seja ¢(g) € ¢(C(la, By)), com g € C(I,, By). Note que p(g) é uma funcao

. . € . .
continua pois para todo € > 0, existe § = i > 0 tal que |x — a|] < ¢ implica

lo(9)(t) —w(g)(a)| < / 1f(s,9(s))|ds < M|t —a| < M{ < e.

Além disso, para todo t € I, temos

/fsg

Logo, ¢(g)(t) € By e, consequentemente, sucede-se nossa afirmagcao.

[lp(g)(t) — ol =

(/wsw»Wwww—m<Ma<b

Afirmagao 3: ¢ é uma contragao;

De fato, perceba que tomando g1, go € C(l,, Bp), temos

d(¢(g1), ¢(g2)) < K/t 191(5) — g2(8)||ds = K - [t — to| - d(g1, 92) < Ko - d(g1, g2).

Dessa forma, concluimos que ¢ é uma contragao se Ka < 1. Portanto, basta tomar
a<l/K.

Repare que, pelas Afirmacoes 1, 2 e 3, podemos utilizar o Teorema do Ponto Fixo de
Banach para garantir que ¢ possui um unico ponto fixo, isto é, existe um tnico ¢ € X
tal que ¢(¢) = ¢. Portanto, concluimos que

¢®=ﬂ@@=%+[f@dm@,me

e pelo Lema 2, concluimos que ¢ é diferenciavel e solucao do PVI. O

5. Consideragoes Finais

Nesta producao, a apartir da revisao bibliografica discutimos sobre o teorema de
existéncia e unicidade de solugoes para uma determinada classe de equacoes. Ainda
h& muito que reverberar dentro dessa mesma classe de equagoes e muito mais se mudar-
mos, por exemplo, a ordem da equacao ou o nimero de variaveis, permitindo assim a
modelagem de diversos problemas da fisica, economia, biologia dentre outras dreas.

Referéncias

[1] MEDEIROS, A. A.; OLIVEIRA, M. de L. Equagoes Diferenciais Ordinarias,
20009.

[2] SOTOMAYOR, J. A. P. Equagoes Diferenciais Ordinarias. Notas de Aula.
[3] LIMA, E. L. Espagos Métricos. 5.ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2017.



