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José Ernandes Moreira Carneiro da Silva1,Reginaldo José da Silva2, Jocel
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Resumo
Neste estudo será apresentado uma ferramenta não muito conhecida, mas bas-
tante eficiente na resolução de equações polinomiais. Interligando algumas pro-
priedades de matrizes circulantes e um pouco de álgebra linear, será apresen-
tado um método para encontrar raı́zes de polinômios de grau 2 e 3, com aborda-
gem de exemplos claros e cálculos simples.
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1 Introdução

Neste trabalho, apresentamos uma ferramenta muito interessante, embora
não muito conhecida na resolução de equações polinomiais, em particular para
polinômios de grau 2 e 3, usando o conceito de matrizes circulantes. O processo
consiste em tomar um polinômio p de grau n, considerando a existência de uma
matriz circulante C de forma que C = q(M), onde M é uma matriz circulante
associada a v = (0, 1, · · · , 0), com q um polinômio de grau n− 1 e Cv = q(M)v =
q(λ)v, isto é, os autovalores de C são da forma q(w), onde w é raiz complexa da
unidade, logo as raı́zes de p são da forma q(w).

2 Objetivos

O objetivo principal é apresentar as matrizes circulantes para encontrar raı́zes
de polinômios de grau 2 e 3, com exemplos claros e cálculos simples. Somando-
se a isto mostrar a beleza matemática, desde a construção do método e a prática.
Tem também como propósito valorizar o estudo de outros matemáticos que não
foram tão reconhecidos.

3 Metodologia

Existe uma variedades de métodos para se encontrar raı́zes de polinômios
onde cada um tem suas vantagens e limitações no seu processo, aqui será abor-
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dado uma ferramenta que envolve matrizes circulantes e um pouco de álgebra li-
near. Mais precisamente, precisamos usar a noção de autovalores e autovetores,
bem como de polinômio caracterı́stico associado a matriz desses autovalores.

Para uma melhor compreensão, antes de apresentar o método das matri-
zes para resolução de polinômios é necessário conhecer alguns conceitos e
definições importantes que servirão de suporte para conseguir alcançar os obje-
tivos.

4 Definições preliminares e método

4.1 Matrizes circulantes e álgebra linear

Os seguintes enunciados tem por base Filho (2015) e Calvalcanti (2016).

Definição 1. Dizemos que matriz uma C é circulante de ordem n, quando suas li-
nhas são formadas pelas entradas de um vetor v de n componentes que permuta
ciclicamente. Tal vetor determina a matriz circulante.

Em outras palavras acontece o seguinte, o primeiro elemento da primeira
linha da matriz passa a ser o segundo elemento da segunda linha, da mesma
forma o segundo elemento passa a ser o terceiro da segunda linha e de forma
análoga acontece com os demais termos da primeira linha ressaltando que o
ultimo elemento passa a ser o primeiro da segunda linha, o processo se repete
para as demais linhas.
Exemplo 1 O vetor v = (a, b, c) gera a seguinte matriz circulante de ordem 3.

C =

a b c
c a b
b c a


.
Exemplo 2 O vetor v = (0, 1, 0, · · · , 0) de ordem n gera uma matriz circulante M ,
fundamental para achar as matrizes que nos darão suporte para achar raı́zes de
polinômios. Por exemplo, a matriz circulante M associada ao vetor v = (0, 1, 0)
será.

M =

0 1 0
0 0 1
1 0 0


Toda vez que for mencionado a matriz M no texto, estamos se referindo a

matriz formada pelo vetor v = (0, 1, · · · , 0). Uma propriedade importante das
matrizes Circulantes M de ordem n, é a seguinte: Dado k ∈ N, se realizarmos
a operação MK , as linhas de M permutarão ciclicamente. Nesse processo as
linhas de M são trocadas de baixo para cima, o exemplo a seguir ilustra bem a
propriedade.
Exemplo 3 Seja M de ordem 3, e k = 2 então.
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M2 =

0 0 1
1 0 0
0 1 0


Caso testássemos M para uma infinidades de k ∈ N, obterı́amos M4 = M ,

M5 = M2, M6 = M3, M7 = M4 = M e assim por diante.Além destes concei-
tos prévios da funcionalidade das matrizes circulantes será usado mais alguns
resultados para construção do método.

Teorema 1. Toda matriz circulante C de ordem n+1 determinada por um vetor v =
(a0, a1, a2, ..., an), está associada a um polinômio q(x) = a0+a1x+a2x

2+· · ·+anxn
de grau n tal que C = Q(M) = a0I+a1M+a2M

2+ · · ·+anMn, onde M é a matriz
circulante de ordem n+1 determinada pelo vetor v = (0, 1, 0, ..., 0) e I é a matriz
identidade.

Lema 1. Dada uma matriz circulante M de ordem n, determinada pelo vetor
v = (0, 1, 0, ..., 0) esta possui polinômio caracterı́stico da forma pc(λ) = λn −
1 e, consequentemente os autovalores da matriz M são raı́zes complexas da
unidade.

Lema 2. Dada uma matriz quadrada A com um autovalor λ e n ∈ N. vale a
seguinte afirmação Av = λv =⇒ Anv = λnv.

Lema 3. Seja A uma matriz quadrada e v um autovetor associado ao autovalor
λ dessa matriz, e se q é um polinômio qualquer tem-se Av = λv =⇒ q(A)v =
q(λ)v.

Teorema 2. Os autovalores da matriz q(M) são da forma q(w), onde w é uma
raiz complexa da identidade.

4.2 Método

Os resultados relatados anteriormente nos fornece ferramentas fundamentais
para a construção do seguinte algoritmo:
1ºPasso: Escolha do polinômio p de grau n o qual deseja-se encontrar as raı́zes.
2ºPasso: Considere uma matriz circulante C gerada por v = (ao, a1, a2, · · · , an−1),
que representa o polinômio igual a p, isto é pc(x) = p(x) e as raı́zes de p serão
autovalores da matriz C.
3ºPasso: É fato que podemos associar a matriz C um polinômio q tal que C =
q(M), este resultando é garantido pelo teorema 1.
4ºPasso: É possı́vel ver que Cv = q(M)v = q(λ)v, vide lema 2.
5ºPasso: A equação Cv = q(M)v = q(λ)v nos diz que os autovalores da matriz
C são da forma q(w), onde w é uma raiz complexa da identidade, vide teorema 2
6ºPasso: As raı́zes do polinômio p são os valores de q(w).

A seguir será mostrado na prática o processo para encontrar raı́zes de po-
linômios, especificamente para polinômios de grau 2 e 3.
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4.3 Raı́zes de polinômios de grau 2

Exemplo 4: Seja p(x) = 1+x+x2 =⇒ existe uma matriz circulante C =

(
a b
b a

)
de ordem 2 tal que pc(x) = det(IX −C) = det

∣∣∣∣x− a −b
−b x− a

∣∣∣∣ = x2− 2ax+ a2− b2,

como pc(x) = p(x) tem-se que:

−2a = 1 =⇒ a = −1

2

a2 − b2 = 1 =⇒ b2 = a2 − 1 =
1

4
− 1 =

−3
4

=⇒ b = ±
√
3

2i
. Por conveniência,

vamos escolher b =
√
3

2
i, desta forma temos

C =


−1

2

√
3

2
i

√
3

2
i −1

2


Associando a primeira linha de C o polinômio q(x) = −1

2
+

√
3

2
ix, como a matriz

C é de ordem 2, logo pC(λ) = λ2−1 onde λ = 1 ou λ = −1 são raı́zes da unidade.
Agora basta apenas calcular q(λ)

q(1) = −1

2
+

√
3

2
i =
−1 +

√
3i

2

q(−1) = −1

2
−
√
3

2
i =
−1−

√
3i

2
E de fato q(1) e q(−1) são raı́zes de p(x) = 1 + x+ x2.

4.4 Raı́zes de polinômios de grau 3

Exemplo 6 Seja p(x) = 1 + x + x2 + x3 temos que a matriz circulante associ-

ada é C =

a b c
c a b
b c a

 =⇒ pc(x) = det(xI − C) = det

∣∣∣∣∣∣
x− a −b −c
−c x− a −b
−b −c x− a

∣∣∣∣∣∣ =
x3− 3a2 + (3a2− 3bc)x+ 3cab− a3− b3− c3, pela igualdade pc(x) = p(x) obtemos

as seguintes igualdades


−3a = 2
3a2 − 3bc = 1
3ab−3 −b3 − c3 = 1

Assim temos: −3a = 2 =⇒ a = −2

3
, pela segunda equação bc =

3a2 − 1

3
=

1

9
,

a terceira nos diz que c3 + b3 = −1 − a3 + 3abc = −25
27

. Como sabemos que

b3c3 = (
1

9
)3 =

1

729
e b3 + c3 = −25

27
podemos relacionar um polinômio de grau 2

da forma y2 − Sy + P , onde S é a soma e P o produto das raı́zes, assim

temos a equação y2 +
25

27
y + 1

729
= 0, cuja solução
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é y =
−25±

√
621

54
. A partir disto pode-se afirmar que b3 =

−25 +
√
621

54
=⇒ b =

3

√
−25 +

√
621

54
e da mesma forma c3 =

−25−
√
621

54
=⇒ c =

3

√
−25−

√
621

54
,

E consequentemente o polinômio q(x) = −2

3
+

3

√
−25 +

√
621

54
x+

3

√
−25−

√
621

54
x2.

Alem disso, Pc(λ) = λ3 − 1 =⇒ λ = 1, λ =
−1 + i

√
3

2
= w ou λ = w pois

C é de ordem 3. As raı́zes de p(x) serão

q(1) = −2

3
+

3

√
−25 +

√
621

54
+

3

√
−25−

√
621

54

q(w) = −2

3
+

(
−1 + i

√
3

2

)(
3

√
−25 +

√
621

54
+

(
−1 + i

√
3

2

)(
3

√
−25−

√
621

54

))

q(w) = −2

3
+

(
−1− i

√
3

2

)(
3

√
−25 +

√
621

54
+

(
−1− i

√
3

2

)(
3

√
−25−

√
621

54

))
.

5 Conclusão

A presente pesquisa possibilita que se chegue aos seguintes resultados:
Quanto maior o grau do polinômio p(x), fica mais difı́cil de se encontrar suas
raı́zes. Por exemplo, se p(x) for de grau 4 não é impossı́vel calcular suas raı́zes
através deste método, mas fica difı́cil o processo do calculo. Além disso é
possı́vel sem muito esforço encontrar uma formula geral para q(x) nos polinômios
de grau 2 e 3. Ainda neste sentido o método possibilita trabalhar a matemática
de uma forma inovadora tanto numa perspectiva cientı́fica como foi apresentada,
quanto educacional já que no ensino básico a uma grande dificuldade em se
trabalhar com polinômios de grau 3 e o método facilita o processo.
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