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Teorema Espectral: Uma demonstracao
utilizando o multiplicador de Lagrange

Natdlia das Neves Lucadl], José Tiago Nogueira Cruf]

Resumo

Neste trabalho, faremos uma demonstracao do Teorema Espectral para operado-
res auto-adjuntos utilizando os multiplicadores de Lagrange. O estudo foi realizado
fazendo uso do livro ” Andlise Real: Fungoes de n Variaveis”, do autor Elon Lages
Lima. Para obtencao dos objetivos definidos, serao apresentados algumas defini¢oes
para céalculos em superficies, mais precisamente, abordaremos as definicoes de deri-
vadas parciais, vetor gradiente, diferencial de uma funcao, hipersuperficie de classe
C'! e plano tangente. Em seguida, faremos uma demonstracdo do Teorema Mul-
tiplicadores de Langrange e usaremos esse resultado para demonstrar o Teorema
Espectral.

Palavras-chave : Teorema Espectral. Multiplicadores de Lagrange. Operador
auto-adjunto.

Spectral Theorem: A Demonstration Using
the Lagrange Multiplier

Abstract

In this work, we will demonstrate the Spectral Theorem for self-adjunct opera-
tors using Lagrange multipliers. The study was conducted using the book “ Real
Analysis: Functions of n Variables ”, by author Elon Lages Lima. For the defined
goal, some definitions for surface calculations will be presented, more precisely, we
will approach the definitions of partial derivatives, vector gradient, differential of a
function, hypersurface of class C! and tangent plane. Next, we will demonstrate
the Langrange Theorem and we will use this result to demonstrate the Spectral
Theorem.
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1 Introducao

A Teoria Espectral é um dos resultados mais conhecidos da Algebra linear. Esse
Teorema estuda a existéncia de uma base ortonormal formada por autovetores de um
operador linear auto-adjunto [Elon| (2006). A versao geral desse resultado sofre algumas
modificacoes, por exemplo, os operadores sao compactos e os espacos sao de Hilbert.
Mais informagoes sobre essa versao pode ser encontrada em [Brezis (2010)); [Bartle| (2014).
Neste trabalho, vamos abordar o contexto de dimensao finita, pois nao precisamos de
muitos pré-requisitos. Uma das demonstragoes que normalmente encontramos nos livros
de dlgebra linear utilizam uma pequena tecnicidade e conceitos de algebra abstrata como,
por exemplo, polindmio minimal e anuladores.

Na matematica, diversos problemas de otimizacao utilizam o método dos multipli-
cadores de Lagrange. Essa técnica permite que vocé encontre o méaximo ou o minimo de
uma funcao de vérias variaveis quando hé alguma restricao sobre os valores de entrada
Elon (1973); [Thomas (2002.2). Nosso objetivo ¢ fornecer uma demonstracao alternativa
para o Teorema Espectral com um forte apelo geométrico e sem muitos pré-requisitos.

Com a existéncia de uma base ortonormal de autovetores, conseguimos extrair aplicacoes
interessantes: diagonalizar quadricas sem usar aquelas formulas enfadonhas das rotagao
de eixos da geometria analitica, calcular de forma pratica e facil poténcias de matrizes
através da matriz de passagem e consequentemente calcular exponenciais de matrizes por
expansao em séries.

2 Objetivos

Apresentar uma demonstracao do Teorema Espectral, fundamental na dlgebra linear,
para operadores auto-adjuntos utilizando os multiplicadores de Langrange que garante
uma importante caracterizacao dos pontos criticos de uma funcao restrita a determinados
valores de entradas.

3 Metodologia

O método usado para elaboracao desse trabalho, foram estudos individuais de pesquisa
e participacao nos seminarios em grupos de Analise no R”. Nos seminarios, foi abordado
o estudo da topologia no Espaco Euclidiano, utilizando o livro Anélise Real volume 2:
Funcgoes de n Variaveis, do autor Elon Lages Lima. E ainda, para desenvolvimento dos
resultados foi realizado um estudo sobre Fungoes Reais de n variaveis e funcoes implicitas.

4 Preliminares

O intuito dessa secao é fornecer de forma bem sucinta pré-requisitos para a com-
preensao dos resultados utilizados no decorrer das proximas secoes.
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4.1 Derivadas parciais e vetor gradiente

Seja U C R™ um subconjunto aberto do R" e f : U C R™ — R uma fun¢ao que possui

derivadas parciais em U. Para cada i = 1,..., se as aplicagoes
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for continua, dizemos que f é de classe C2. De forma indutiva definimos uma funcio de
classe C*, k € [0, oc].

O vetor gradiente da fungao diferenciavel f: U C R®™ — R, no ponto p € U é o vetor

Vi) = (5200 -0 50,

Dizemos que p € U é ponto critico de f : U C R" — R se Vf(p) = 0. De fato,
lembre-se que a diferencial da funcao f no ponto p é dada pela féormula

dfp(v) = (Vf(p),v).

Assim, se p é ponto critico de f, entao

dfyp(v) = (Vf(p),v) = (0,v) =0

para todo v € R™.

4.2 Hipersuperficies e plano tangente

Um conjunto M C R™! chama-se hipersuperficie de classe C* quando é localmente
grafico de uma funcao real de n varidveis de classe C*. De forma mais simples, dizemos
que dado p € M existe um aberto U C R™*! e uma funcao ¢ : U — R de classe C* tal
que

VAM={(21,....,2041) € R | 2y = (21, .., Thy oy Tps1 -

onde Z; significa “omitir x;”.

Exemplo 1: O grifico de uma funcao f : U C R” — R de classe C* definida no aberto
U
Iy = {(@, f(z) € R™ |z € U}

é uma hipersuperficie de classe C*.
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Exemplo 2 A esfera
S"i={z e R | [lz]* = (w,2) =1}

¢ uma hipersuperficie de classe C* em R"*!,

Seja M C R™! uma hipersuperficie de classe C*. Para p € M, dizemos que um vetor
v € R"™! ¢ tangente a M no ponto p se existe uma curva (ou caminho) suave

Ai(—€€) > M

tal que A(0) = p e N (0) = v. O conjunto de todos os vetores tangentes a M no ponto p é
chamado espacgo tangente a M em p e serd denotado por 7, M. Em outras palavras,

T,M = {v € R"™ | I\ : (—¢,€) = M suave; A\(0) =pe N (0) =v}.

Estd denominacao se justifica pelo Teorema

Teorema 1. O conjunto T,M é um espago vetorial de dimensao n em R".

Demonstracao: Veja Elon| (2004.2).0

Iremos assumir aqui os seguintes resultados.

Teorema 2. Seja ¢ : U — R uma funcdio de classe C'. Se ¢ € R € valor reqular de f,
entio M = ¢~ (c) é uma hipersuperficie de U e T,M = Vp(p)=*.

Demonstracao: Veja |Elon| (2004.2). O

4.3 Multiplicadores de Lagrange

Sabemos que se ¢ é valor regular da aplicacao ¢ : U — R de classe C, entao p~1(c) :=
M é uma hipersuperficie regular. Queremos investigar quais sao os pontos criticos de f|/,
isto é, queremos determinar os pontos criticos « de f sujeito a condigao p(z) = c.

Observacao 1. Nao estamos interessados em encontrar pontos criticos de f : U — R que
estao em M. Estamos interessados em encontrar pontos criticos da fun¢do f|y : M — R.

Observagao 2. O ponto p € M € ponto critico de f|y se, e somente se, V f(p) € ortogonal
ao plano tangente T,M.

Teorema 3. (Multiplicadores de Lagrange) Consideremos f : U C R™ — R uma funcao
de classe C* no aberto U e p : U — R uma outra fungdo de classe C'. Denote M := ¢~ (c)
onde ¢ é um valor reqular. Um ponto p € M ¢é ponto critico se, e somente se, existe um
numero real A tal que

Vf(p) =X Ve(p).
Demonstracao: O Teorema [2] garante que Vp(p) é perpendicular a T, M. Por sua vez,

a Observagao [2 assegura que V f(p) é perpendicular ao plano tangente 7,,M. Como T, M
tem dimensao n e estd contido no R"*1, segue que V f(p) e Vio(p) sao multiplos. W
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Observagao 2: A descoberta dos pontos criticos de f|y, é feita ao resolver o sistema

(Of . | Oy
a—xl(p) =A- a—xl(p)
of . | Op
a—@(p) =A- a—m(p)
of i
oz, (p) = A oz, ()
p(p) =c

5 Resultados

O teorema da representacao matricial de uma transformacao linear garante que qual-
quer operador A : R* — R™ estd associado de biunivoca a uma matriz A = [a;;); j=1,.n-
Dizemos que A é um operador auto-adjunto se a;; = aj;. Nao ¢ dificil provar que a condigao
a;; = aj; ¢ equivalente a

(Az,y) = (z, Ay)

para todo z,y € R". Dizemos que x € R" com z # 0 é um autovetor associado a A se
Az =Xz

para algum \ € R.

Teorema 4. (Teorema Espectral) Seja A : R — R™ um operador autoadjunto, entdo
existe uma base ortonormal de R™ formada por autovetores de A.

Demonstracgao: Considere a fungao
f:Rn%Ra f(l‘) = <AZIZ’,[L’> = Zaijxi$j7
ij=1

onde a = [a;;] é uma matriz simétrica n x n.

Estudaremos os pontos criticos de f na esfera unitaria S*~! C R".

Note que
S" =7 (1),
onde ¢ : R" — R ¢ dada por ¢(z) = (z,z) = ||z]|*>. Além disso,
Vp(zr) =2z
Vf(x)=2Ax.

Pelo Teorema de Lagrange, os pontos criticos de f|gn-1 sao os pontos u € S*™! tais que

Vf(z) =Ve(r),
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ou seja,

Au =\ u.

Nestes pontos, note que
fu) = (Au,u) = A.

Como S™ ! é compacta, f admite pelo menos dois pontos criticos em S"~!, a saber,
os pontos em que assume os valores de maximo e minimo. Em particular, considere
A1 := f(u1) como sendo o maior autovalor de A.

Considere agora o espaco de dimensaon — 1 e
E={veR"| (v,u) =0},

isto é, o complemento ortogonal do vetor u;.
Afirmagao: A restricio A|g : E — R" é invariante sob F, isto é, A(E) C E.

De fato, se v € F/, entao
(Av,up) = (v, Aug) = (v, A\ - uq) = A {v,u1) =0

0 que prova a afirmagcao.

Considerando agora a aplicagao autoadjunta
Alp: E— E,
seja f(ug) = Az 0 valor méximo da forma quadratica f|g. Entao
Aug = Ay - Us.

Prosseguindo analogamente, obtemos uma base ortogonal e unitaria {uy,us, ..., u,} for-
mada de autovetores de A. B

6 Conclusao

O programa de Iniciagao Cientifica tem uma grande contribui¢ao para o bolsista, pois
possibilita o estudo de temas mais avancados que nao sao vistos na graduacao. Com a
realizacao dos semindrios em grupos e os trabalhos de pesquisas individuais se tornou
possivel alcancar o objetivo que se pretendia nesse trabalho, utilizar os multiplicadores de
Lagrange para reproduzir uma demonstragao para o Teorema Espectral diferente da que
se ver no curso de Algebra Linear.
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